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On se propose de generaliser la notion de calibre d’un corps de nombres 
quadratique. introduite par Lachaud [prtpublication de I’Universitt de Nice. n 63, 
19841, a un corps de nombres quelconque. Pour cela les notions de points 
extremaux darts un module et de module reduits sont utilisees, voir [.I. Number 
Theory 15 (1982). 283-294: J. Number Theory 26 ( 1987); “L’arithmetique des corps 
quadratiques.” Monographies de I’enseignement mathematiques. Institut de 
Mathematiques Universite, Genive, 1962; Acta Arith. 48 (1987). 9947; Courbes 
elliptiques,” Seminaire d’algorithmique de Caen, Annee 19861987; Invariants 
arithmttiques des corps possedant une formule du produit. Applications,” 
pp. 291-300, SMF Asterisque 147.148, 19871. Finalement, grace a un theoreme de 
Siegel [“Algebraic Number Theory,” AddisonWesley, Reading, MA, 19701, on 
montre qu’il n’existe qu’un nombre lini de corps de nombres de calibre et de degre 
donnes. (’ 1988 Academic Press, Inc 
1. INTRODUCTION 
La notion de calibre d’un corps quadratique reel a ete introduite par 
G. Lachaud [lo]. Dans ce travail, il d&nit d’abord le calibre d’une classe 
d’ideaux, qui est la longueur de la ptriode du dtveloppement en fraction 
continue de wZ/w, ou (wr , M.J est une Z-base d’un ideal quelconque de la 
classe. Cette longueur ne depend pas du choix de la Z-base de l’idtal choisi. 
Le calibre du corps quadratique est par definition la somme des calibres 
des differentes classes. G. Lachaud montre qu’il n’y a qu’un nombre tini de 
corps quadratiques reels de calibre donne. 
Ce sont ces notions que nous gtneralisons aux corps de nombres et aux 
corps de fonctions aigebriques dont le corps de constantes est tini. Nous 
etendrons egalement le rtsuitat de G. Lachaud aux corps de nombres: il n’y 
a qu’un nombre lini de corps de nombres de degrt et de calibre donnes. 
Pour cela, nous utilisons les concepts de point extremal dans un module et 
de module rtduit [2, 3, 6, 71, un resultat de Siegel [ 111 et une intgalite qui 
generalise l’inegalitt suivante, bien connue dans le cas d’un corps quadrati- 
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que reel: le produit du regulateur par le nombre de classes est inferieur 
au calibre du corps, a une constante multiplicative pres. Notre inegalite 
complete l’inegalite de J. Buchmann [3] a savoir: Cm d h . R, oli m est le 
calibre, h le nombre de classe, R le regulateur du corps de nombres, C une 
constante dependant du nombre de valeurs absolues reelles et complexes et 
du nombre de racines de l’unite du corps de nombres. 
Dans le cas d’un corps de fonctions algebriques de corps de constantes 
infini, on peut aussi definir le calibre du corps, mais en general, celui-ci est 
infini. Par exemple, si le corps de fonctions est Q(X, Y), avec 
Y’=X’$aX2+hX+c (4fA~EQ,, 
on montre (Y. Hellegouarch [S]) que le calibre du corps est le nombre de 
points rationnels sur la cubique (supposee de genre 1). 
2. NOTATIONS 
On designe par: 
Z l’anneau Iz (resp. k[X]), oti k est un corps et X une indtterminte. 
Q le corps des fractions de Z. 
K une extension algebrique de degre II de Q dans laquelle k est algtbri- 
quement ferme. 
S un ensemble d’indices representant l’ensemble des valeurs absolues 
archimediennes normalisees de K si Q = Q, (resp. qui prolongent la valeur 
absolue sur Q = k(X) delinie par 1x1 = y > 1 (y = q si k = lFy). 
s le cardinal de S. 
r (resp. 2t) le nombre de plongements reels (resp. complexes) si Q = Q. 
cK la fermeture integrale de Z dans K. 
D, la valeur absolute du discriminant de K, si K est un corps de 
nombres. 
Soient w, , . . . . w, une base de G, et soient ,4 un module complet entier 
de K; on dtfinit la norme de -4 par: 
N=/fl) = det, ,,,, ,,,, (P,, . . . . A) 
oli p, ) . . . . p,, est une base de .A?. Lorsque K est un corps global on a: 
IN( = [S,: .U]. 
3. GROUPE OPhRANT SUR UN GRAPHE, GRAPHE QUOTIENT 
Soit un graphe simple f = (X, Y), non necessairement tini, ou Y est une 
partie de X’ (voir [ 131); on dira qu’un group G opere sur f si: 
CALIBRED'UNCORPSGLOBAL 269 
(i ) G opere sur X par (g, x) + g(x). 
(ii) Pour tout g E G, et pout tout (x, y) E Y, on a: (g(.u), g(y)) E Y. 
Soit J? l’ensemble quotient X/G, alors on peut definir une partie Y de X2 
par la relation: 
(2. j)E yo3sE.v, 3J’E?’ tels que (x, y) E Y. 
I1 est clair que (X, Y) est un graphe simple et que ce graphe est connexe 
si (X, Y) est connexe. 
- - 
DEFINITION I. On dira que T := (A’, Y) est le graphe quotient de I- 
par G. 
4. POINTS EXTRI~MAUX 
DEFINITION 2. Un sous-ensemble ,H de K est appele un module complet 
de K si 
(i) .!z’ est un Z-module; 
(ii) / N est de rang maximum. 
Remarque 1. Le vocabulaire utilise ici est celui de “la theorie des 
nombres” de Borevitch et Chafarevitch. 
Comme par la suite nous ne nous interesserons qu’aux modules 
complets, le mot module sous-entendra que le module est complet sauf 
mention expresse du contraire. 
DEFINITION 3. Soit .Y E . K - (0); on dit que s est un point extremal de 
A? si pour tout y E ,& - (0) vtritiant / ~‘1; d 1x1 i pout tout i E S, on a les 
igalites 1 yIi = 1.~1; pour tout iE S. 
I1 revient au m&me de dire que la classe de x est extremale pour la 
relation d’ordre partiel definie dans .&l/R par C/(u)< Cl(u) si lul,< luli 
pour tout ig S, ou R est la relation d’equivalence dtfinie dans .M, par 
(u, U)ER si lzdj,= IuI, pout tout ieS. 
Nous dtsignerons par 6(-H) I’ensemble des points extremaux de A’ et, 
lorsque nous ne considerons qu’un seul module, nous ecrirons simplement 
8 pout designer cet ensemble. 
5. GRAPHES DE CLASSES 
DEFINITION 4. Soient X, y E 8; on dit que x et v sont voisins dans A’ si 
le seul element z de ~A“ tel que )z), < Sup( IxI;, 1 ~1;) pour tout ie S est 
I’llement 2 = 0. 
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On designera par Y l’ensemble couples de points voisins de 8. 
Le couple (8, Y) est un graphe simple. 
PROPOSITION 1. Soient I 88’ et . K’ deux modules kquivalents (i.e., il existe 
y E K - { 0) tel que .&” = yLh’). Alors les graphes de points e.utrPmaux de .X 
et de ,K’ sont isomorphes. 
Preuve. En effet si ?I et ~1 sont des points extremaux de A’ il est clair 
que y.u et y,r sont des points extremaux de A”. De plus, si (x, ,v) E Y(. 4’) 
on a: 
(l'x, yy) E Y(M'). m 
PROPOSITION 2. Soit O*(,K) le groupe des unites de l’anneau des 
stabilisateurs de /h+‘. Alors le group L?*(..H) ophre sur (8, Y). 
Preuve. (1) Soient x E I et u E 6’*(cfl); il faut montrer que ux E 8. Soit 
.vE,K- {Oj tel que 1~1~~ (KITI,, pout tout iES, on en dtduit Iu~‘~~~< /xl,, 
pour tout iES et done, puisque sub et zr-‘y~.W- {O); lu~‘~j,=l.xJ,, 
pour tout iE S. 
(2) I1 faut aussi montrer que si x, J E 8 et (.\T, JJ) E Y alors 
(ux, UY) E Y, ce qui n’est pas diffkile en utilisant la definition de Y. 1 
La proposition 2 permet de definir le graphe quotient (8, P), de (8, Y) 
par @*(A’). Rappelons que 6= (&/@*(.K)) et que: 
- 
(S, j)E YozLYES, 3.VE F tels que (s, ~1) E Y. 
- - 
Le graphe (8, Y) sera appele le graphe des classes de points extremaux 
du module A. I1 est clair que si deux modules sont equivalents, leurs 
graphes de classes de points extremaux sont isomorphes. Ce graphe est 
done attache a la classe du module. 
EXEMPLE. Dans le cas d’un corps quadratique reel, le graphe des classes 
de points extremaux dun module ,A! = Zw, + Zw, est un cycle. La 
longueur du cycle est egale a la longueur de la periode du developpement 
en fraction continue de w~/M’, 
6. MAJORATION DE LA NORME D'UN POINT EXTR~MAL 
DEFINITION 5. Pour tout ie S, on se donne c, E lR+ u {IX, )- et on ecrit 
c = (c, , . . . . c,,). On pose: 
n~.=I.~~K*,l.ul,<~,), avec c = (c, , . . . . c,). 
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On dit que Z7,. est le parallelotope associe a c. Le volume du parralltlotope 
I7, sera, par definition, le nombre cl ... c,~ et on tcrira: 
v(Lr,)=c, “‘C,. 
LEMME 2 (de Minkowski). Soit .%I un module. I1 existe une constante 
M( C4V) telle que v( Lr7, ) > M(,5Y) entraine II,. n ,N # (0 ) quelque soil 
c’E(R+)‘. 
Si K est un corps de nomhres, on peut prendre: 
M(“d)= $ rD.‘p. 0 
D,, dhigne la valeur absolule du discriminant du module I tl. 
Si K est un corps de fonction de genre g et si e = CitS deg P,, on peut 
prendre: 
Preuve. (1) Lorsque K est un corps de nombres algtbriques, c’est le 
lemme de Minkowski proprement dit. 
(2) Lorsque K est un corps de fonctions, on considere le 
parallelotope “gtneralise” faisant intervenir non seulement les valeurs 
absolues de S mais aussi celles qui divisent N(,H): 
I7,*= {xEK*, I.x(,<c~,V~ES et Ixlp<IN(.N)/p,VP~T) 
oh T= {P classe de places de K, telles que PI N( (-h’)}. 
Designons par [x] la partie entiere de XE 54, posons ei = 
[ -Log c,/deg Pi Log y] pout tout ig S, oti P, designe la place associee A la 
valeur absolue d’indice i, et dtfinissons un diviseur Df par la relation: 
D,* = c e,P, + c v,(N(,K)) . P. 
iE s PET 
D’apres le theoreme de Riemann, [S, p. 291 on a: 
or: 
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11 suffit done de chercher la condition sur c pour que: 
on trouve comme dans [7]: u(I7,.) 2 y”“‘IN(,&)1”. 1 
Remurque 2. Dans le cas d’un corps de fonctions, la constante M 
trouvee ci-dessus peut &tre ameliorie si on suppose que le module A’ est un 
ideal (II de P,. 
On considere le parallilotope: 
I7,*== {xEK*, (.u/i<c,,ViESet (.Y\~</~\~,VPET} 
ou Tdesigne I’ensemble { P, P ( c;1: )
En suivant la demontration prtctdente, on trouve: 
M(n)=yR+c(N(a)l. 
PROPOSITION 3. Soit -4 ztn module et x un point extremal de ,k!. Si K est 
un corps de nombres, on a: 
IN,&)1 < 2 
0 7t 
‘D$. 
Si K est un corps de jkmctions de genre g et si h = min{deg P,, ie S}, on u 
INKiu(x)l d’r’+‘s-’ IN(.dt)l”. 
Preuve. (1) Si Q = U3, I’inegalite resulte immediatement du lemme de 
Minkowski. 
(2) Si Q = k(X) et si on applique le lemme 2, on voit que: 
lN&&)j <<r”“\N(dH)l”. 
Mais en utilisant le fait que x est un point extremal, nous pouvons 
amtliorer l’inegalite ci-dessus. Considtrons le diviseur: 
D, = 1 p;~(-~) + c P”P(~(.~)J := D, + D,, 
i E S Pt ‘T 
ou T est l’ensemble des ideaux premiers de 6, qui divisent N(A). Le sous- 
espace vectoriel associe d D, est I’ensemble des v E K tels que: 
Id,6 I.d,, ViES 
IVIPG IN(“~ VPET 
l?lPG 1, VP$Su T. 
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Comme x est un point extremal et que N(,I)) .6,c JH, on a l’intgalite: 
I(D,) := dim, L(D,) 6 h. 
D’autre part, le theoreme de Riemann [S, p. 291 nous donne: 
4D,)+degD.>l-g, 
d’ou: 
deg,(D,)a -g-h+ 1 -deg,(D.), 
ou encore 
deg,((x)-D,),<g+h- 1 +deg,(D,); 
I’inegalite cherchte suit alors des egalites: 
desp(NKiQ(b) - D.4) = deg,((-x) -D,), 
degQWK&bH= d%dW. I 
Remurque 3. Si Q dtsigne est un ideal du corps de fonctions K et si 
xE&, on a: 
7. THBOR~ME DE LAGRANGE 
Le resultat suivant est particulier aux corps de nombres. 
LEMME 3. Soient cy, p E K, oti K dksigne un corps de nombres. 
Si Ihn a Ifxi < IfiIi pour tout iE S alors on a: 
oubienIcrli=I/?lipourtoutiES 
ou bien 1~1, < IpI, pour tout ie S. 
Preuve. Le cas ot (Y = 0 ttant trivial, nous poserons i = U//I et nous sup- 
poserons que 3, E K* est tel que 111, < 1, pour tout i E S. Supposons qu’il 
existe jE S tel que 11.1, = 1. On peut supposer j = 1 et on dtsignera 1x1 I par 
1x1 pour tout XE K. Dans le cas ou I I est reelle, 11) = 1 *A= k1 et done 
III, = 1, pout tout iE S. Dans le cas contraire, supposons que I I soit 
complexe, il vient: 
MI ‘3”,3-3 
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Or: 
(N(A))?=N(A)N(A)=l *IN(A 
mais IN(;OI=I~I,...I/llrli.II+,...lilr+,= 1 done lj.[,=l, pour tout YES, 
d’apres l’hypothese IA, 6 I, pour tout i E S. 1 
LEMME 4. Soit CER;. Si I7, n-k/# {Oj alors I7, nb(,Il)# (0). 
Preuue. On peut supposer .I( entier et s> 2. Soit ~1, = inf{ IJ~/,; 
y E I7, n ,H? JJ # 01. Cette borne inferieure est atteinte parce que dans le cas 
d’un corps de nombres I7, n .&’ est tini, et dans le cas dun corps de 
fonctions, on a les intgalites: 
et la valeur I 1, est discrete. Soit J’ E 17,. n .,s’t’ tel que 1 yl , = LX,. Si K est un 
corps de nombres le lemme 3 montre que y est un point extremal. Si K est 
un corps de fonctions, l’existence d’un element extremal dans II,. n c K est 
plus compliqute a prouver puisque le lemme 3 ne s’applique pas. On 
considere: 
R, = {yeI7, n,.@, I?:/, =r,) 
et on dttinit par recurrence des ensembles Q, et des nombres z, pour 
2<i<s, par: 
tinalement on choisit ~EQ,. Montrons que )’ est un point extremal. En 
effet si ZEJ$- (0) et si (~1~6 lyli, pour tout iES on voit que zEZ7,.n7d 
et successivement, que z est dans tous les 52, (1 < j < s); done, pour tout 
iES, on a lzl,= /)‘I,. 1 
Le lemme suivant est demontre dans 17, p. 193. 
LEMME 5. Si K est un corps de nomhres ou si le corps des constantes est 
fini, il n’existe qu ‘un nomhre fini de x E CM, non associks, tels que N,,(x) 
soit don&. 
THBOR~ME 1 (Theoreme de Lagrange). Soit un module j ti de K. 
(i) Le graphe des points e.rtr&muux est connexe. 
(ii) Lorsque K est un corps global (corps de nombres ou corps de 
CALIBRED'UNCORPSGLOBAL 275 
fbnction.r sur un corps de c0nstante.y k fini) le graphe de.7 classes de points 
extrPmau.x de .& est fini et connexe. 
Preuve. (i) Le fait que (1;” soit lini resulte de la proposition 3 et du 
lemme 5. 
(ii) Pour montrer que le graphe (B, 8) est connexe, nous allons 
montrer que (8, Y) est connexe. On peut supposer J&’ entier d’apres la 
proposition 1. Soient x,, .Y~ E 8, posons: 
S(x,,x2)= {y~.Jl,VisS, Ij~lr<max(I.u,li, I-y21i}). 
~ Dans le cas d’un corps de nombres, S(.u,, s2) est un ensemble lini 
car .K est entier. Si S(.u,,x,)= (0) alors (.K,,x~)E Y. Sinon S(.Xu,,.xz)# 
{O} et, d’apres le lemme 4, S(xr, .u?)n 8 # (0). Soit YE S(x,, .yJ n & et 
!‘#OalorsS(x,,?‘)SS(s,,.u,)et 
Ainsi en raisonnant par recurrence sur le nombre d’eltments de 
S(.u,, CC?), on montre que X, et .Y~ peuvent etre peuvent &tre joints par un 
chemin. 
~ Dans le cas d’un corps de fonctions S(x,, .x2) est un espace 
vectoriel de dimension finie d’apres le theoreme de Riemann et Roth, et on 
suit la m&me demonstration que prtctdemment, a ceci pres que la 
recurrence Porte sur la dimension de l’espace vectoriel S(s,, x2). 1 
Remarque 4. Dans le cas d’un corps quadratique reel (voir [4, 121) le 
graphe des points extremaux est non seulement connexe mais forme une 
double chaine infmie (voir remarque 5). Supposons que Jz’ = Zw, + ZwZ et 
posons w = W&V,, alors cette chaine est defmie par la partie periodique du 
developpement en fraction continue de w. Lorsque l’on passe au graphe 
quotient, on obtient un cycle dont la longueur est celle de la periode. La 
m&me remarque vaut pour un corps de fonctions quadratique “reel” sur un 
corps de constante k fini, c’est-a-dire pour K = k(X, Y), Y’= X”p + 
a,X?“- ‘+ . . . a2,, E k[X] comme l’a montre E. Artin dans [ 11. 
8. DEFINITION D'UN i-VOISIN PRINCIPAL D'UN POINT EXTR~MAL 
On suppose ici que s 3 2. 
DEFINITION 6. Soient in S, ,&! un module complet et x E 8(&). Un 
point y E ,&! - 0 sera appele un i-voisin principal de .Y si: 
(1) YE&J@), 
(2) .V est voisin de x, 
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(3) Pour tout jES, i#i, on a: 
LEMME 6. Soit ,X un module complet et .YE &(,~4?‘). Pour tout iE S, x 
possPde un i-voisin principal. 
Preuve. Nous allons reprendre la demonstration du lemme 4, pour 
simplifier les notations, nous supposerons que S = { 1, . . . . s} et que i = 1. 
Nous poserons c = (co, IX?, . . . . Ixl,,) et 
a, = infj IzI l ; 2 E Z7, n cd, z # 0 }. 
(a) Lorsque K est un corps de nombres, cette borne inferieure tcl 
existe, et est atteinte, d’apres le lemme de Minkowski. Le lemme 3 montre 
que tout y E I7, n .A+’ tel que 1 yl, = CI, v&lie les conditions de la 
definition 6. 
(b) Lorsque K est un corps de fonctions, le lemme 3 n’est plus 
valable et la construction ci-dessus ne permet pas de dire que y E &(A). 
Mais la construction du lemme 4 nous donne un Clement y de A, non nul, 
tel que 1~1, =tl, et tel que (Iylz, . . . . 1~1,) soit minimal pour l’ordre 
lexicographique. On a montre dans la demonstration du lemme 4 que 
y E 8(-H). 11 ne reste plus qu’a montrer que .Y et y sont voisins. Soit z E ,& 
tel que pout tout i E S: 
alors on voit que 2 E Z7, n A? en prenant i # 1 et puisque I-11 l < I 4’1, = c(, , 
on voit que ; = 0. 1 
Remarque 5. Lorsque l’on s’est donne un ordre sur S, on constate que 
tous les i-voisins de x qui sont minimaux pour l’ordre lexicographique sur 
S- {iI sont equivalents pour la relation R (de la definition 3). Mais si K 
est totalement reel (resp. si toutes les valeurs absolues de S sont de degre 
un) alors les i-voisin principaux sont uniques au signe pres (resp. aux 
constantes non nules pres). 
Dt$nition d’une i-chaine de points extkmaux d’origine s 
Soit s un point extremal d’un module .,K, la chaine de points extremaux: 
X” := x, x, ,...) x, , > -xn, .., 
ou x, est un i-voisin principal de s,, r, n > 1 est appelee une i-chaine de 
points extrtmaux d’origine x (ou une chaine de points extrtmaux dans la 
direction i d’origine X) i designant toujours l’indice d’une valeur absolue 
de S. 
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Remarque 6. Si ISI = 2 et si R dtsigne la relation d’equivalence detinie 
apres la definition 3 alors b/R est forme de la reunion des deux i-chaines 
dont l’origine est un point extremal quelconque. 
Le lemme suivant montre que la connaissance des voisins principaux 
d’un point extremal sert a la determination de tous les voisins de ce point. 
LEMME 7. Soit p un point extrtfmal de ~2’. 
Si pi, 1 < i < s, sont des i-voisins principaux de p alors tout point extrkmal 
p’ voisin de p v~rfie: 
IP'I, 6 IPill pour tout i. I < i 6 s. 
Preuve. On raisonne par l’absurde; supposons qu’il existe i, 1 < i ,< s, tel 
que: 
lP’l,‘lPil,. 
Par definition de p,, lpi/, < JpJ,, pour tout j# i, on a done les inegalitts: 
IPil, <mMlPli, IP’I,) 
IPil/<max~lPl,~ IP’I,), Vj # i 
ce qui contredit l‘hypothese que p et p’ sont voisins. 1 
9. GRAPHE DE MODULES RkDUITS: CALIBRE D'UN MODULE 
Rappelons que le mot module” signifie “module complet” pour nous, 
c’est-a-dire “Z-module de rang maximal dans K.” 
DEFINITION 7. Soit un module .A’ (ici non necessairement entier). 
L’ensemble des z E Q tels que z.4’ c (OK est un Z-module I, qu’on appelle 
le module des dtnominateurs de A. 
On notera par c((&‘) la base normalisee (i.e., positive, resp. fraction 
rationnelle unitaire) de 1. On I’appellera le plus petit denominateur ration- 
nel de A. 
Soit CI,(,K) l’ensemble des modules A?’ equivalents a A! et tels que 1 
soit un point extremal de .&“. 
PROPOSITION 4. Soit ,K un module et soit $‘# l’ensemble des classes de 
points extrhmaux de .X modulo I”*( .A’). L’application 
d(JN) + CI,(.L#) 
pk+p-‘A 
est une bijection. 
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Preuoe. (1) L’application est bien dklinie sur 6(,&l) car si EE&J*(,K) 
on a: 
(WI ’ ,d = p ‘.hf. 
(2) Montrons que l’application est injective. Soient p et p’ deux 
points extrttmaux de .A!. Supposons que: 
il est clair que p/p’ E C~‘*(Af). 
(3) Montrons que l’application est surjective. Soit ,K’ E C/,(,4’) alors 
il existe y E K - { 0) tel que ,&’ = y&h“. Si on pose p = l/y, 1 ttant un point 
extrkmal de &k”, p est un point extrtmal de c 44 et on a _ &” = p -‘A’. 1 
Comme les modules qui sont dans CI,(.K) ne sont pas entiers, on 
considkre l’ensemble Cf,(A!) dkfini par: 
PROPOSITION 5. L ‘application 
est une bijection. 
Si de plus A’ E Cl,(,K), A” est primitif (i.e., u(-ti’) = 1). 
Preuve. 
l Montrons que l’application est injective. Soient A”, ..A!” E Cl,(A) 
tels que 
a(&‘) E Q et est un point extrtmal de c C‘ (et u(.&‘) est normalist”), 
a(A”) E Q et est un point extrtmal de ..4 (et a(,&‘) est normalis?‘). On en 
dtduit l’kgaliti:: ~(~h”) = N(-AI”) et done A?’ = A!“. 
l Si -4’ E CI,(A”) alors -4” est-il primitif? Ceci rksultera du lemme 
suivant. fl 
LEMME 8. Soit ,zY un module de K 
(1) Si ~EQ- {O} et si y est normalisP on a: sr(y.A’)=y-‘cr(.ti). 
(2) Si 1 E,& alors u(~&) est entier et le module cc(.X).~~~ est entier et 
primitif 
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Preuue. (1) Resulte de la definition 7. 
(2) Montrons que le plus petit denominateur du module A! est 
entier. 
En effet c((&) E CjK car 1 E A’, mais cc(,&) E Q par definition, done: 
Entin le module a(,U),ti est entier par definition de CI(JY) et primitif 
d’apres le (1). 1 
Notation. Si p est un point extremal de .4’ alors z(p -‘.A’) est le point 
extrtmal entier (i.e., appartenant a Z) du module cr&‘,K) pm’C&‘. On 
designera ce dernier module par A’,,: 
DEFINITION 8. Soit ,+4? un module de K. 
L’ensemble J = Z n 4’ est un Z-module. On notera par /J’(JV) une base 
normalisle de J et on l’appellera le plus petit entier rationnel de ,K. 
Remarque 7. D’apres le lemme 8 et le fait que cr(p Al A’) est le point 
extremal entier (i.e., appartenant a Z) du module cr(p I A’) p ‘A. On 
designera ce dernier module par AD: 
DEFINITION 9. Un module .A’ de K est dit reduit si 
(1) ,4X est entier. 
(2) .4? est primitif (i.e., a(.kV) = 1 ). 
(3) /II(~&‘) est un point extrtmal de .&‘. 
Notons par .%‘#, l’ensemble des modules rtduits equivalents a A’. 
TH~OR~ME 2. L’application 
est une hijection. 
DEFINITION 10. AI,, est appele le module rPduit associk ri p et ci A’, on a 
done A’jP := cr(pP’A’) pPIA’. 
Remarque 8. Le theoreme 2 permet de parler du graphe des modules 
reduits d’un module A!. 
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Pi-ewe. Elle rtsulte des deux propositions precedentes et de l’egalite 
Cl,( .~~) = a).u. 
En effet, CI,(JT) c 2.tr resulte du lemme 8 et de la remarque 7. Montrons 
que g,a c C/,(,822). Soit .&I/’ E g.#, A“ = y&2’, y E K- {O}. Posons 
p = lj- ‘/I(&‘), on a alors LK’ = /3(A?) p-led et il reste a montrer que 
fl(A”) = c~(p-~.X). On a(p-‘A) divise fl(A’) car ,I’ est entier, done il 
existe d E Z tel que: 
et done: 
/i’(ct%“) = da(p ‘A’) 
L4?,,, ,&’ ttant tous les deux primitifs, l’egalite prtcedente implique que 
d E Z*, par suite 
PROPOSITION 6. Deux modules Pquivalents ont les mPmes modules 
rkduits. D’une man&e prkise, si .&z’ et .A’ sent Pquivalents on a 9,# = 9,&,. 
Preuve. Soient ~2 et A” deux modules equivalents 
.4! = yctf4’, ye K- {O). 
On veut montrer que pout tout p E 8(-X), il existe p’s &(A’) tel que 
Ld?p = d4l~, , or 
A$ = ap -‘Ji!, oti a =a(p ‘Jtv) 
on a done les egalites: 
si on pose p’=py-‘, qui est un point extremal de A”. Par hypothese, 
ap-‘.X est inclus dans OK et done par definition de a(p-‘.A!‘) on deduit 
que a(p’-‘A’) 1 a. 
Par symetrie, on a aussi a 1 a’ et done a = a’ := a(p lC41’). 1 
Remarque 9. La proposition 6 permet de voir que le graphe de 
modules reduits est attach6 a la classe de s&’ et non a A. 
DEFINITION 11. Le nombre de modules reduits equivalents a un module 
.,K est appele le calibre du module ,H ou le calibre de la classe de A. 
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10. CALIBRE D'UN CORPS GLOBAL 
THI?OR~ME 3. Soit K un corps global (i.e., un corps de nombres ou un 
corps de fonctions algebriques dont le corps des constantes est fini). 
Soient $ l’ensemble des ideaux ,fractionnaires de K, 9 /‘ensemble des 
ideaux principaux de K, alors le nombre d’elements de j/g est Pgal au 
nombre de composantes connexes du graphe fini des ide’aux reduits. 
Preuve. Le graphe des ideaux rtduits associes a un ideal CE etant 
connexe (theoreme 1) on dtfinit l’application: 
f + % = ensemble des composantes connexes du graphe 
des idtaux rtduits de K. 
fl + graphe des ideaux riduits de (;r. 
Deux elements de f donnent la m&me image si et seulement si ils sont 
equivalents (proposition 6) on en deduit que l’application considiree passe 
au quotient et detinit une injection de $19’ dans %Y. 1 
Nous sommes maintenant en mesure de gentraliser la notion de calibre 
d’un corps global (voir Lachaud [lo]). 
DEFINITION 12. Posons X’(K) = d/g. 
On appelle calibre du corps global K le nombre 
m(K)= 1 m(V) 
%Xx(K) 
ou m(g) est le calibre d’un ideal fl de la classe %‘. 
Remarque 10. Tout corps de calibre 1 est principal. 
LEMME 9. Soit ,K un module, on a l’inhgalith 
Preuve. (1) Supposons .4 c O(A’) et utilisons le theoreme de structure 
sur les modules de type fini sur un anneau principal. 
I1 existe une Z-base e, , . . . . e, de Lo(=U) et un n-uple (a,, . . . . a,) E Z” tels 
que A = Za, e, @ . I_ @Za,e,, a, 1 azl, . . . . /a,, oti a, est normalist (i.e., 
positif, resp. polynome unitaire). 
( 1 .l ) Montrons que a, = /3(,V). 
(1.1.1) a,, divise B(CX). 
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Montrons que pour tout a E ..k’ n Z, u, 1 u done que a, divise /j’(<h’). En effet 
ae,, E .& car e,, E @(&&‘) d’oti ue,, = da,,e,,, avec de Z. 
(1.1.2) p(-&‘) divise a,,. 
Pour cela montrons que u, E ,.K n Z, en effet: 
done: 
a,= i y,(aie,)e.H, car ai 1 a,!, pour tout i, 1 < i < n. 
,=I 
(1.2) Finalement, on obtient 
IN,,.,,(<M)I = ILlI “.a,1 d lu,I’i= Ip(.Av)I”. 
(2) Le rtsultat, pour un module quelconque, rksulte de l’existence d’un 
de Z, avec d normalist: tel que: 
et de l’tgaliti: fi(dA) = dp(,&‘). 1 
LEMME 10. Soit A?’ WI module primitif, on a I’i&guliti 
IN(cbl)I < Ip(c ’ IN(~“(~X))l. 
Preuue. 11 existe une Z-base (e,, . . . . e,) de Co(C&‘), un n-uple 
(a,, . . . . a,,) E Z” et un entier dE Z, normalist: tels que: 
d,h!=Za,e, @ ... @Za,,r,,, a, Ia,1 . . /LI,,~, a, et a, normalists. 
On peut suposer que (d, a, ) = 1. On a done: 
A!=; ( z,.,o ... ozse,, aI 1 
Montrons que u, = 1. Pour cela nous raisonnerons par l’absurbe en 
supposant que a, # 1. Soit p un nombre premier qui divise a,. Puisque .&T 
est primitif, il existe x E ,& tel que p ne divise pas X, mais 
d.y=u, l,e,+ ..- +in2e,, , 
> 
avec ;I,E Z 
01 
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done p divise dx, comme p ne divise pas d, p divise X, ce qui est contradic- 
toire. On a done: 
or on a montrt: dans la preuve du lemme 9, que 
Remaryue 11. Si 0’ est un id&al rtduit et si n = 2, l’intgalitk du 
lemme 10 est l‘tgaliti: bien connue: 
IN(n)I = IbY@)l. 
LEMME 11. Soit Cl un ideal rkduit. Si K est un corps de nomhres, on a: 
Ifl(cT)l d (2/7c)fDy (1) 
IN(@)/ < (2/7r)‘ln- “Dr- ‘Ii’. (2) 
Si K est un corps de.fonctions de genre g et si h = min{deg P,, ie S}, on a: 
IB(c;r,l 6YR+h-’ (1’) 
IMaN 6Y (Rfh I)(n- I) (2’) 
Preuve. p(c;Z:) ttant un point extrtmal de (;r, on a d’aprh la 
proposition 3: 
Ifi(fl)l” = IN,,,(fl(R))l < (2/n)’ N(aC)Dy2, si Kest un corps de nombres. 
(3) 
IN(fl Ik&wwl <Y”+h-lINa)l, si K est un corps de fonctions. 
(3’) 
& ttant primitif, le lemme 10 nous donne l’ikgalitk: 
IN(a)I d ID(a)I” (4) 
On dkduit l’inkgalitt (1) de (3) et (4) et l’inkgalitt: ( 1’) de (3’) et (4). En 
revenant A l’intgalittt (4), on obtient (2) et (2’). 1 
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LEMME 12. On suppose s 3 2. Soient p et p’ deux points extrkmaux 
voisins dans un id&al de K. Si K est un corps de nomhres, on a 
Id/PI, d (2/7c)‘Dp pour 1 6 i < s. (5) 
Si K est un corps de fonctions de genre g et si e = C,, s deg Pi on a: 
l/Y/PI, 6 y+” pour 1 < i 6 s. (5’) 
Preuve. (1) Soit a,, I’idtal rkduit associi: au point extrkmal p; on a: 
fl,, = e) p-‘fl 
en posant a(p) := E(P~‘M). On sait (proposition 1) que 5 est un point 
extrkmal de OTQ voisin de E(P) si et seulement si 
p’= pc~(p)~‘t est un point extrkmal de 02 voisin de p. (6) 
De plus, si l, est un i-voisin principal de E(P) dans a, alors pi = pee(p) -’ ti 
est un i-voisin principal de p. C’est cette dernihe propriktt, jointe au 
lemme de Minkowski qui va nous permettre de montrer les intgalith (5) 
et (5’). 
(2) Si tj est un i-voisin principal de z(p) dans a,, nous montrerons 
plus loin que l’on a: 
(7) 
oti N vaut (2/7c)‘D$* si K est un corps de nombres, resp. yR+? si K est un 
corps de fonctions. 
Le lemme 7 entraine alors que: 
ItI,< NE 
a (8) 
pour tout point extrttmal i” voisin de cc(p) dans a,,. 
(3) Faisons la dkmonstration de l’in&galiti: (7) pour i = 1. D’aprh le 
lemme 2 (de Minkowski), il existe 5 E fZ,\{O} tel que 
ItI,< ldp)l, si j# 1, et 151’+$ c1 
L’expression de M donnte dans le lemme 2 et la remarque 2 puis les 
relations: 
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entrainent linalement: 
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avec N egal a: 
(2/7r)‘Dy si K est un corps de nombres 
(11) 
,kT+e li 3 si K est un corps de fonctions. 
D’apres la definition d’un 1-voisin principal de a(p) dans flP, on voit que 
<, verifie (7) pour i= 1. 
(4) De l’egalite (6), de l’inegalite (8) et de la(p)1 3 1, on deduit que, 
pour tout i, tel que 1 < i<s: 
THBOR~ME 4. On suppose que s 3 2. Soit K un corps de nombres; on a 
I’inPgalitP: 
hR d C[m(K)]“-’ 
oli R est le rkgulateur du corps, h est Ie nombre de classes d’idkaux (i.e., 
#X(K)), C=(s- 1)‘” “‘2(Log((2/rr)‘D2’))” ’ (2t dksigne le nombre de 
plongements complexes de K). 
Preuve. Soient (;2 un ideal de K, i un element de S et si une unite de UK 
construite a l’aide d’une i-chaine de ponts extremaux du module GE. On sait 




Log le,L -,r’.‘r Log l%,l.,-l 
d’oti, d’apres l’inegalite de Hadamard on a: 
Ra(:I_I: (:;I log lE.i)2)1- 
or, par construction, l’unite E, est de la forme: 
oti les pt’, u:) < k < ni’), sont les points extremaux successifs (non 
equivalent deux a deu;) appartenant a une i-eme chaine de a. 
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De I’lgaliti: (12) on dtduit: 
or on a, d’une part, l’idgalitk: 
n”’ , -“:“dm(%) ou %=ct(n) 
et, d’autre part (lemme 12): 
Posons: 
On a done l’intgalittt: 
I&,Ii 6 E’“‘% 1. 
On en dtduit aussi: 
I”;/;3 )I--‘“(% 1 si j# i. 
car par construction des E;, ]&,I, < 1 si j # i et: 
fl Id, = IN( = 1. 
,= I 
Finalement, on obtient les inCga1itk.s: 
ILog lE,l,l ,<m(%) Log(E) pour 1 Gjds 
et done 
En sommant sur Y(K) = y/a et en utilisant l’intgaliti: 
1 [m(%)] ’ < [m(K)]“- ’ 
‘6 E.Xlbl 
on obtient le kultat. 1 
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THEOREME 5. Soit un entier n j%. II n’y a qu’un nombre,fini de corps de 
notnbres de degrP n ayant un calibre don&. 
Preuve. Si s = 1, le resultat est classique. Supposons done s 3 2. D’apres 
un resultat de Siegel (voir Lang [ 1 1 ] ), on sait que Log hR - Log DLl” 
quand D, tend vers I’inlini, K ttant un corps de nombres de degre n. Joint 
a l’inegalite du theoreme precedent, ceci montre que si m(K) est fix& D, est 
major&. 1 
Retnarque 12. Ce dernier resultat n’est pas effectif dans la mesure ou le 
thtoreme de Siegel, utilist ici, ne Vest pas. 
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